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7.1 FILTRES ANALOGIQUES: GENERALITES

= Filtre analogique = systéme analogique linéaire
invariant dans le temps (LIT)

= Classification des filtres analogiques
= Spécifications fréquentielles

= Diagramme de Bode

Unser / Signaux & Systémes

Filtre analogique = systeme analogique LIT

m Descriptions mathématiques équivalentes:

= Reéponse impulsionnelle x(t)
1) = . 0} 1) A

m Réponse indicielle

a(t) = S, {u} (t) = /_ h(r)dr

m Réponse fréquentielle I
+oo

@) = Fidw) = [ et a Y(w) = Hw) X ()
m Fonction de transfert (=notation plus concise)
+oo
H(s) = / h(t)e st dt (Transformation de Laplace)

Equivalent a Fourier si I'on pose s = jw
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Classification des filtres analogiques

Filtres causaux (réalisables) Filtres non-causaux (non-réalisables)
Réponse impulsionnelle Réponse impulsionnelle
— R
finie/ \nfinie —}-c finie/ &nfinie
Filtres FIR Systémes physiques a Filtres FIR Filtres idéaux
constantes localisées:
Filtres a fonction
Filtres a phase de transfert Shannon
linéaire rationnelle Nyquist
Dispersion
Retard

Distorsion de phase

Remarque: la causalité est une contrainte physique liée a la fleche du temps.
Des filtres non-causaux sont parfaitement réalisables dans d’autres contextes
(e.g. systemes optiques pour le traitement des images)
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Spécifications fréquentielles

Les filtres idéaux n’étant pas réalisables, il faut faire des compromis:
= Fluctuations dans la bande passante (1 + 41)

= Zone de transition (largeur A)

= Fluctuations dans la bande bloquante (0 + d5)

La tolérance par rapport a une réponse idéale est exprimée a I'aide d’'un gabarit

a
H(w)|
1401
1—6;
Bande
Band .
pa:;arie Transition bloquante
O —
i w
We we + A
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Diagramme de Bode

Réponse fréquentielle:  H(w) = |H(w)| - e/®# ()

Amp"tUde: Pente: 20(n-m) dB par décade
m Diagramme de Bode 10
0 i
m Echelle fréquentielle logarithmique -10 \
-20 ‘\
= Amplitude en décibel: 20log,, |H (w)| [dB] 30 | N
-40 \
) -50
» Phase: ®p(w) \

0.1 1 10 100 1000 10000

. . Ph :
m Cas des fonctions de transfert rationnelles ase
0
b (Jw)™ + - -+ + b1(jw) + bo
H(w) = — — —— - 20 |
(Jw)™ + an-1(jw) + - 4 a1(jw) + ag
-40
s Forme asymptotique lorsque w — 400
-60
. bm
wEI—Eoo H(w) - (jw)"_m -80
0.1 1 10 100 1000 10000
= Amplitude normalisée:
lim {20log,, |H (w)|} = —20(n —m)log;,w + const lim ®y(w)=—(n— m)z
w—~+o00 w—+00 2
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7.2 FONCTIONS DE TRANSFERT RATIONNELLES

= Fonctions de transfert rationnelles

= POles et zéros

= Décomposition en fractions simples

= Détermination de la réponse impulsionnelle

= Exemple de calcul
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Fonctions de transfert rationnelles

m Filtre analogique a constantes localisées (équation différentielle)

Contraintes physiques: n > m

- + +a%+a =b 4"z
a1 Vqp T 90Y = Om i gym

m Equation du filtre dans le domaine de Fourier

(jw)"Y () 4 an—1(jw)" Y () + -+ agY (W) = by (jw) " X (W) + -+ + bo X (w)

((jw)" +an 1 (w) " 4+ ao) Y (w) = (bm

m Fonction de transfert

Hw) = Y (w) _ b (Jw)™ 4+ -+ + b1 (jw) + by

(Jw)

d
4o by o+ box

dt

P (jw)

X(w)  (Gw)"+ an1(jw)" L+ +a1(jw) + a0 Qn(jw)

Pp(s) = byps™ + -+ bis + bo

T4+ bo) X (w)

Qn(s) =s"+a, 15" 1 +---+a;s+ag = polyndbme caractéristique (cf. Chap 2)!
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Poéles et zéros

m Fonctions de transfert rationnelles
b (Jw)™ + - -+ 4+ b1 (Jw) + bo

H(w) =

m Factorisation
[T 6w = sor)
k=1

(jw — spk)

H(w) = by,

|l

e
Il
—

zéros:  {Sok}tp—i. ., LA Pn(sor) =0

Poles:  {sprtp_y ., 1A Qn(spr) =0

m Pourquoi I'appellation «pbles»?

Une explication parmi d’autres:

Le quotient P,,,(s)/Qx(s) est une fonction dans le plan complexe qui ressemble vaguement a
une tente avec des singularités (piquets=«poles» en anglais ) en s = s,.
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(o)™ + an1(jw)" + -+ ar1(jw) + ap

(1) y(t)
— S.{}
—+ R
ko
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Décomposition en fractions simples

m
b T G = sox)
S —
Qn(s) s=jw .
H(]W — Spk)
k=1
m Cas de racines simples .
n T 1 (spi = s0x)
H(w) +Z avec  A; = (s — spr) - ) =
1 pt m
> 07 - ]w — Spk Qn(S) S=S$pi H(sz Spk)
ki
sin>m
m Cas de racines multiples
Contribution d’'un péle multiple d’ordre p:
B, By B, 1 d* P (s)
ceegp— P B .= —— — 5. )P
Jo—sn  Go—sP T T Gumspr M P T aaE P00
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Détermination de la réponse impulsionnelle

m Cas de racines simples

+oo ]
" (1 F)= [ feirar
H = =3
@ = bn, + Z .
= 0 5(t) 1
sin>m 1
— . pSt
| F! u(t) - e g Re{s} <0
5 A eSpkl tieSt 1
h(t = b +Z ku nl W, RG{S} <0
= o % —
jw—a
sin>m U(t) e tCOSWot m, a<0
= Somme pondérée de modes (cf. Chap. 2)! u(t) - e sinwot 0 a <0

(o — a2+ w}’

m Contribution d’'un pdle multiple (ordre p)

B, B, B, F1 a th=t .
. + +oot —— By | €™
jw—=sp  (jw—sp)? (Jw = sp)P <,; (k=1

Condition de stabilité BIBO
Tous les péles dans le demi-plan complexe gauche !
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Exemple de calcul

. . . . . —2w? +5
Probléme: Calculer la réponse impulsionnelle du filtre:  H (w) = —; _
—w* + 3jw + 2
1. Exprimer H(w) sous la forme d’un quotient de deux polynémes en s = jw
2(jw)? +5 P 252 +5
H(w) = — gjw) + = (5) = 287+
(Jw)?+3jw+2  Qs) |y, $*+3s+2[_,,
2. Détermination des poles: s> +3s+2=0 = (s;=—1, so = —2)
Le systéme causal est stable!
3. Décomposition en fractions simples
282 +5 282 +5 Al A2
= =2 remarque: li H =b, =2
Fi3s12 i1 2T GrD Gty | (remaquer lim H(w) )
2s% +5 245 25 +5 8+5
(s+2)| .., —-1+2 (s+1)| ..o —2+1
4. Réponse impulsionnelle par transformation de Fourier inverse
h(t) = 26(t) + Tu(t) - et — 13u(t) - e~
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7.3 PLACEMENT DES POLES ET ZEROS

= Réponse d’amplitude et de phase

= Contribution d’un péle réel

= Contribution d’un zéro réel

= Contribution d’une paire de pdles conjugués
= Contribution d’une paire de zéros conjugués
= Filtre passe-tout
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Fonction de transfert: poles et zéros

m Fonctions de transfert rationnelles
b (jw)™ + - - - + b1 (jw) + bo _ Pu(s)

T S e G T F el Ta Q).

Exemples: circuit électrique a constantes localisées

m
1000
n
1w~

Sok = ook + jwor: zérosde H(w) o

H(w) = bp, =

Spk = Opk + jwpr: pdlesde H(w) X
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Réeponse d'amplitude et de phase
m
H Jjw — Sok)
H(w) = by
H jw — Spk
Représentation polaire:
jw — (O’k ar jwk) =dy, - 77 "‘-_‘_ Re
5% X
{px = arctan £ =
O
m Sok
Amplitude: Apg(w) = |bpy| - : Phase: ®p(w)= ZSOOk — Zcppk
H dpi k=1 k=1
k=1
7-16
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Contribution d'un poéle réel

sp=0p <0

Click for demol
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Contribution d'un zéro réel

S0 = 00

L
Click for demol 2
™
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Contribution d'une paire de pdoles conjugués

Sp = Op + Jwp

Placement du/des péle(s): effets qualitatifs

= Résonance (amplification) a la fréquence wy,; d’autant
plus forte que le pble est proche de I'axe imaginaire

= Retard de phase de I'ordre de 7/2 par pdle

Click for demol
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Pp

Im
Jwp

Jw  Re

>
>

Contribution d'une paire de zéros conjugués

So = 0o + Jwo

o .
SO = 00 — JWq

Placement du/des zéro(s): effets qualitatifs
= Atténuation a la fréquence wy; d’autant plus forte que

le zéro est proche de I'axe imaginaire

= Avance (op < 0) ou retard (og > 0) de phase de
I'ordre de 7 /2 par zéro

Im

I
Click for demol SO(?/

L
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Filtre passe-tout

Filtre passe-tout = déphaseur

= Modifie seulement la phase

u Poles et zéros placés de fagon symétrique

td
Agpw)=1 Yw = AH(w)ZHdL’“
k=1_PF

1

Sor = —S8=

ook + jwok = —opk + jwpr < pk

jw —d

Exemple: =
xemp Jjw+d

H(w)
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7.4 SYNTHESE DE FILTRES PARTICULIERS

= Filtres passe-bas
= Filtres passe-bande
= Filtres a encoches

= Filtres de Butterworth
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Filtres passe-bas

Im Im Im
A A
. ,X“ JWe S VT

Jw X
Re X Re Re
> X > % >

—We >§<
T Merr
(b) Mur de péles (c) Filtre de Butterworth

(a) Filtre du premier ordre (n = 1)

Hy(w) = m A |H(w) idéal
1 -
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Filtres passe-bande

Im
A
."X'
>K - +Hwo
Re |H (w)|
> A idéal
."><- /
>< )
W
| >
wo
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Filtre a encoche (Notch filter)

Im 1 A g — g7
‘‘‘‘‘‘ Q) Jwo '

m Contraintes

= H(wy) =0 = zéros a s = +jwo

- lirf Hw)=1 = méme nombre de pdles et de zéros (n = m)

w—T00

= H(0)=1 = pbles et zéros équidistants de I'origine (arc de cercle)

m Exemple: filtre du 2°™ ordre
H(jo) = G+ o)l —gun) ____
(Jw + wo(cos O + jsinh)) (jw + wo(cos @ — jsinh))
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Filtres de Butterworth

m Definition: filtre de Butterworth d’ordre n N Hn ()2
1

|H, (w)]? = T+ (/w2

DO | =

w.: fréquence de coupure

m Propriétés de filtrage passe-bas

= Comportement a l'origine: «Maximally Flat Magnitude Filter»

[Hn (W) =140 (w?")

En effect:

:1— AJ} +(ASC)2_"'

O(w?n) O(win)

14+ Ax

= Comportement asymptotique:

H,(w)| « — lorsque w — 400
[w]
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Filtres de Butterworth (suite)

1 _ 1
(W/we)®™ 1+ (s/(jwe))™"

Qn(jw)

[ Hu(w)[* =

1

s=jw

(w)

w

" Qn(—jw)

n
C _ H*

n

H,(w)

A|

Hy(w)]

'(4)
m Polesde |H,(w)|* = H,(w) - H,(—w)
s\ 2" .
(_) - 1. j2n _ ej7r(2k—1) . 6]‘%2n = Spr = we - e%—;@k—l—i—n)
We
r' N A
e .. ) R ><
M /n r RSN
‘.~..><. "‘:' x..'... “‘y o |
-------------- < n =3 (impair) LA I n =4 (pair)
Unser / Signaux et systémes 7-27




